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一 类 包含 伪 Smarandache 函数 与 欧 拉 函 数 的 方程 


高 ” 丽 ， 赵 祈 芬 
(延安 大 学 数学 与 计算 机 科学 学 院 ,， 陕西 延安 716000) 


摘 ， 要 : 利用 初等 方法 以 及 伪 Smarandache 函数 和 Fuler 函数 的 性 质 , 讨 论 了 一 个 数论 函数 方程 Z 人 (7 ])= om] 的 可 
解 性 ,证 明了 该 方程 仅 有 正 整 数 解 上 = 1. 

关键 词 : 伪 Smarandache 函数 ; Euler 函数 ; 方程 ; 正 整 数 解 

中 图 分 类 号 : 0 156.4 文献 标识 码 : A 


An Equation Involving the Pseudo-Smarandache Function 
and 上 Euler Function 


GAOTi，ZHAO Qifen 
《College of Mathematics and Computer Science，Yan an University，Yan an 716000,，Shaanxi China) 


Abstract: The solvability of the equation 2 ( 记 ) equalled o( 训 ) was studied by using elementary methods and the 


Pseudo- Smarandache functions and Euler functions. It was proved that the equation had only positive integer 


solution equalled 1. 
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F.Smarandache 教 授 介 绍 了 伪 Smarandache 函数 ,鼓励 让 我 们 去 研究 它 的 性 质 . 对 于 给 定 的 自然 数 交 , 伪 


sz ws E 1 
Smarandache 函数 哺 定 义 为 最 小 的 正 整 数 六 ,使 得 可 Lai， ) . 即 
1 
Z(7z)=min 本 <sN,z| 的 


e(m) 为 欧 拉 函数 , 它 表 示 小 于 半 而 且 与 慰 互 素 的 所 有 正 整 数 的 个 数 . 容易 得 到 伪 Smarandache 函数 的 序列 
0 关于 Z0) 的 初等 性 质 , 许 多 学 者 已 进行 了 研究 ,并 获得 了 不 少 有 意义 的 结 


果 ， 例 如 :张爱玲 研究 了 方程 总 Zn)= zes= 匡 成立 当 且 仅 当 na=1.3 ， 


号 =1 


Kenichiro Kashihhara 在 文献 L3] 中 论述 了 函 数 Zn 的 一 些 初 等 性 质 , 同时 也 提出 了 下 面 两 个 问题 
(A) 求 方程 Z(J=e(z) 的 所 有 正 整 数 解 ; 

(B) 求 方程 Z(mJ+1=e(z) 的 所 有 正 整数 解 . 
张 文 鹏 所 教授 提出 了 关于 Smarandache 函数 的 相关 问题 , 其 中 包括 求 Z( 思 =e(n) 的 所 有 正 整 数 解 的 
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问题 . 范 盼 红 5 在 其 硕士 论文 4 对 Catalan 数 的 性 质 以 及 关于 Smarandache 函数 的 几 个 方程 的 研究 》 中 利用 初 
等 方法 对 此 问题 进行 了 研究 , 并 给 出 了 该 方程 的 解 有 如 下 形式 : 

nz=p，, 其 中 靖 为 素数 ; 

Qnr=2p , 其 中 D=1l(mod4) ; 

@m=2p， 其 中 D=]1(mod4) ,是 P| (22:- ]1) 5 

鲁 伟 阳 在 文献 [6] 中 研究 了 Z09=eln) 的 所 有 正 整数 解 的 问题 . 

其 他 有 关 伪 Smarandache 函数 的 研究 工作 可 参阅 文献 L[7-20]. 

本 文 利用 初等 方法 求 出 下 列 方 程 : 


的 可 解 性 问题 及 其 所 有 正 整数 解 . 
1 相关 定义 及 引 理 


定义 12502 仿 Smarandache 函数 Z(m :最 小 的 正 整数 mm 使 得 慰 整除 人 ]) , 即 


Hg 吉 


ZJ=min 4m:EN ,7 


定义 2 FEulerE 
引 理 1221 Euler 


数 wp(m) :不 大 于 守 且 与 慰 互 素 的 正 整数 的 个 数 . 
数 为 积 性 函数 , 即 对 于 任意 互 素 的 正 整 数 普 和 mw 则 有 


2(nz)=9o(mJe(n) . 
引 理 223 设 交 =p pp”，…Pp 是 正 整数 疡 的 标准 分 解 式 , 则 有 


o(P)= LU 户 - 了 


引 理 321 对 于 素数 p 与 w 三 1, 有 9( 的 = 天 -六 
引 理 42 对 任意 素数 p>3，2Z(p)=p-1. 
引 理 5c 对 任意 素数 p>3 及 上 eNZ(PJ)= 玉 -1. 当 p=2 时 , 则 有 


可 加 


Z(2) 二 从 人 ] 三 二 


引 理 623 。Z(n) 是 不 可 加 的 , 即 Z(m+ 品 不 恒 等 于 Z(mj+Z(n) ; Zn) 也 不 是 可 乘 的 , 即 Z(mm) 不 恒 等 
于 Z(mD)Z0D . 


2 主要 结论 及 证 明 
定理 对 任意 的 正 整 数 ” ,方程 


| 


Z(m]=9( 中 GD) 


仅 有 正 整 数 解 2= 1 . 

证 明 用 初等 方法 给 出 定理 的 直接 证 明 , 

对 正 整 数 " 进 行 分 类 讨论 , 

1) 当 为 奇数 时 ,我 们 分 为 以 下 几 种 情况 讨论 : 

GOn=l,Z0D=1=p(D ,所 以 =1 是 方程 (1) 的 解 . 

Gi) 7 =Pp， 其 中 p 为 素数 , 且 六 二 3,2( 站 = 普 -1,9( 磋 )= 严 - , 则 2 站 六 o 人 六) ,所 以 半 =7 不 是 方程 (1) 
的 解 . 
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Gii)m= 天 ,其 中 P 为 素数 , 且 p 关 3 下 >1,2() = 天 -Le 人 (= 玫 - 玖 当 有 1 时 有 了 瑟 -1 天 也 一 PP 


所 以 风 = 六 不 是 方程 (1) 的 解 . 


Gv) n=P PP 其 中 PopeP 均 大 于 2， 放 有 有 丰 关 0,s 过 2,p(m]=P 


sr 


(PP-D…(m-D ,如 果 Z( 四 =e(o] ,根据 Z(nm) 的 定义 可 得 吕 | 


DPC-D(p-D…(p-]， 
亦 即 
户 Pep| (PHD(2-D…(P-D. 
显然 不 成 立 ,所 以 =p pp 六 …D “不 是 方程 (1) 的 解 . 


2) 当 为 偶数 时 ,我 们 4 夺 只 下 有 几 和 情况 讨论 : 


= 也 


215 - 


了 


1 


GDm=2 ,其 中 大 >0，2(2 约 =22-1o(2 罗 =22, 则 2( 鸭 关 e(m) ,所 以 ma= 竺 不 是 方程 (1) 的 解 . 


Gi)m=2 7 ,其 中 >0,p 为 素数 ,， /三 1， 9(22)=o(2”)p(P) =2… PP (p- 1) ,如果 2Z(m) =oe 人 7) , 作 


2 2 ] 
据 Zn 的 定义 可 得 到 | 和 ， ) , 即 


2 (P- 1D[22” 1 (pP-D+j] 
7 这 


2 了 
即 


2 (P- D+ 


训 1 7 (DT+1 
但 是 ,由 于 p+(pP=-1， 站 [2 (P 【( -1D+ji]， 硫 呈 -站 罗 > 
加 ][22p2(P- 了 ) 至 ]| 


站 记 


即 
(P 旺 串 生 人 人 1) 十 ]| 


2p| 


不 成 立 , 所 以 =2 7 不 是 方程 (1) 的 解 . 
Ciii) 于 =2 7 De ,其 中 PP 均 大 于 2 ， 天 放 放 和 关 0， 三 2 ， 


(22mm] 三 趟 出 e(m] 二 二 op(z) , 如果 2 = e 人 (2] ,根据 Z(z) 的 定义 可 得 到 


,所 以 


lee 


2 


22 772 
即 


2 2 e(m]22 ep(m) 十 中 


又 ( 交 有 122 填 222p 人 me)m2 二 | 22 re(m+ ,所 以 22m2 222p(m2]|22p(m 


令 1=257 ， 2+m ,由 于 
“)+1 
加 ， 


人 + 直 ,得 出 矛盾 ,所 以 
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1=24pkp2a .pu 不 是 方程 (1) 的 解 ， 
综 上 所 述 ,方程 (1) 仅 有 正 整 数 解 n= 1 ， 
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